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Àííîòàöèß
Íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü äëß ñòóäåíòîâ ìëàäøèõ êóðñîâ ïî òðàäèöèè
ïðåäñòàâëßåò ðåøåíèå çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî, âõîäßùèõ â áèëåòû
êîëëîêâèóìà è ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçà. Çäåñü ïðåäñòàâëåí
íàáîð òàêèõ çàäà÷. Ðåøåíèß ìíîãèõ èç íèõ ìîæíî íàéòè â óêàçàííîé
â êîíöå äàííîãî ïîñîáèß ëèòåðàòóðå. Îäíàêî íàñòîßòåëüíî ðåêîìåíäóåòñß
ïîïðîáîâàòü ðåøèòü èõ ñàìîñòîßòåëüíî, è ëèøü â ñëó÷àå íåóäà÷è
âîñïîëüçîâàòüñß ýòîé ëèòåðàòóðîé.
1. Åñëè ôóíêöèß f(x) îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà R, à åå
ïðîèçâîäíàß îãðàíè÷åíà, òî f(x) = O(x) ïðè x→∞. Äîêàçàòü.
2. Åñëè ôóíêöèß f(x) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b)
è limx→a+0 f(x) = limx→b−0 f(x) = +∞, òî ýòà ôóíêöèß ïðèíèìàåò ñâîå
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå â íåêîòîðîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b). Äîêàçàòü.
3. Åñëè ôóíêöèß f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå
(−1, 1) è f(0) = f ′(0) = 0, òî f(x) = o(x) ïðè x→ 0. Äîêàçàòü.
4. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, èìåþùåé â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîèçâîäíûå
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðßäêîâ, íî íå èìåþùåé òàì òðåòüåé ïðîèçâîäíîé.
5. Ôóíêöèß f(x) ðàâíà 0 ïðè x ≤ 0 è f(x) = xp ïðè x > 0. Ïðè êàêèõ
çíà÷åíèßõ p îíà èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå 0 ?
6. Åñëè ôóíêöèß f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà
(a, b) è limx→a+0 f(x) = limx→b−0 f(x) = −∞, òî åå ïðîèçâîäíàß îáðàùàåòñß
â íóëü â íåêîòîðîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b). Äîêàçàòü.
7. Ïðîèçâîäíûå êàêîãî ïîðßäêà èìååò â òî÷êå 0 ôóíêöèß f(x) = |x5|?
8. Åñëè ôóíêöèß f(x) îïðåäåëåíà è äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà
R, à åå âòîðàß ïðîèçâîäíàß îãðàíè÷åíà, òî f(x) = O(x2) ïðè x → ∞.
Äîêàçàòü.
9. Ôóíêöèß f(x) íåïðåðûâíà ïðè x ≥ 0, äèôôåðåíöèðóåìà ïðè x > 0
è f(0) = 0. Òîãäà äëß ëþáîãî x > 0 íàéäåòñß y ∈ (0, x) òàêîå ÷òî 2yf(x) =
x2f ′(y). Äîêàçàòü.
10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèßõ p ôóíêöèß f(x) = |x|p äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå 0 ?
11. Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèß f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x è
lim
h→0
f(x+ 2h) + f(x− 5h)− f(x)− f(x− h)
h2
= 3.
Íàéòè f ′(x) è f ′′(x).
12. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàß ïåðèîäè÷åñêàß ôóíêöèß íåïðåðûâíàß íà R
ßâëßåòñß ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà R.
13. Äîêàçàòü, ÷òî ìîíîòîííàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îáëàäàþùàß ñõîäßùåéñß
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ñõîäèòñß.
14. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, êîòîðàß íå ìîíîòîííà, íî èìååò îáðàòíóþ
ôóíêöèþ.
15. Åñëè äèôôåðåíöèðóåìàß íà R ôóíêöèß f(x) èìååò ïåðèîä T , òî
âíóòðè ëþáîãî èíòåðâàëà äëèíû L ≥ T íàéäåòñß òî÷êà c òàêàß ÷òî
f ′(c) = 0. Äîêàçàòü.
16. Åñëè ôóíêöèß f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå
(a, b), òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû limx→a+0 f(x) è limx→a+0 f(x).
Äîêàçàòü.
17. Åñëè ôóíêöèß äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b) è åå ïðîèçâîäíàß
îãðàíè÷åíà, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì èíòåðâàëå. Äîêàçàòü.
18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèßõ c óðàâíåíèå xex = c èìååò äâà ðåøåíèß ?
19. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîäíàß íåêîòîðîé ôóíêöèè ßâëßåòñß ïåðèîäè÷åñêîé.
Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî, ÷òî ñàìà ôóíêöèß èìååò ïåðèîä ?
20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèß f íåïðåðûâíà íà [a,+∞) è ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë limx→+∞ f(x), òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a,+∞).
21. Èñïîëüçóß êðèòåðèé Êîøè äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an =
1 + 1√
2
+ 1√
3
+ · · ·+ 1√
n
íå èìååò êîíå÷íîãî ïðåäåëà.
22. Ïðè êàêîì çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå (x + 1)e−x = a íå
èìååò ðåøåíèé?
23. Ïóñòü ôóíêöèß f(x) ðàâíà 0 ïðè x = 0 è f(x) = (log |x|)−1 ïðè
0 < |x| < 0.5. Äèôôåðåíöèðóåìà ëè ýòà ôóíêöèß â òî÷êå 0 ?
24. Ïóñòü ôóíêöèß f(x) íåïðåðûâíà ïðè x ∈ [0, pi
2
], äèôôåðåíöèðóåìà
ïðè x ∈ (0, pi
2
) è f(0) = 0. Òîãäà äëß ëþáãî x ∈ (0, pi
2
) íàéäåòñß òàêîå
y ∈ (0, x) ÷òî f(x) cos y = f ′(y) sin x. Äîêàçàòü.
25. Åñëè ïîäìíîæåñòâî R îäíîâðåìåííî îòêðûòî è çàìêíóòî, òî ýòî
ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî, ëèáî ñàìî R. Äîêàçàòü.
26. Îãðàíè÷åíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâîA ⊂ R ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê. Ìîæåò ëè ÷èñëî ýòèõ òî÷åê áûòü áåñêîíå÷íûì?
27. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèßõ ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå
sinx = ax èìååò îäíî ðåøåíèå?
28. Íà êàæäîì èíòåðâàëå (pi
2
+ npi, pi
2
+ (n + 1)pi), n ∈ Z, óðàâíåíèå
tg x = kx èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ïðè ëþáîì k ≥ 0. Äîêàçàòü.
29. Ïóñòü R îçíà÷àåò ìíîæåñòâî R, ïîïîëíåííîå äâóìß òî÷êàìè +∞
è −∞. Âåðíî ëè, ÷òî â R ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî êîìïàêòíî?
30. Åñëè ìîíîòîííàß ôóíêöèß èìååò ðàçðûâ â íåêîòîðîé òî÷êå, òî
ýòî ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà. Äîêàçàòü.
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